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Summary: This paper discusses different aspects of asym-
metry of empirical distributions. An attempt was made to
clarify the definition of such distributions and to identi-
fy some of the problems associated with commonly used
skewness coefficients of As and y and their interpretation
and those yet requiring further research.
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Introduction

Both within the economy as well as in other
fields of knowledge the conducted studies often
focus on the determination of the structure of the
data obtained in the course of research for a feature
or for many features of interest to the researcher.
Features, as we know, can be of various types. In
this study, we will be dealing with measurable char-
acteristics. Their values collected during the study,
to the extent possible, with all the elements of the
entire population under consideration, that is, with-
in the full study, ought to be placed in order creating
a stemplot also called the empirical distribution.

A division row can be point or interval, and its
graphical display is respectively a spot chart or his-
togram. Each sectional division row with sections
of equal intervals can changed into a point one by
defining the middle values of the sections. There-
fore, further considerations will apply to the point
distribution rows of c different values of the form:

Streszczenie: W pracy rozwazane sa rézne aspekty asy-
metrii rozktadéw empirycznych. Podjeto prébe sprecyzo-
wania okres$lenia takich rozktadéw oraz wskazano pewne
problemy zwigzane z wykorzystywanymi powszechnie
wspotczynnikami skosnosci As i y oraz ich interpretacja
a wymagajace jeszcze dalszych badan.

Stowa kluczowe: rozktad empiryczny, asymetria rozktadu,
miary asymetrii

Wstep

Zarowno w ekonomii jak i w innych dziedzinach
wiedzy prowadzone badania czesto koncentrujg sie
na okresleniu struktury danych uzyskanych w trak-
cie badan dla cechy lub wielu cech interesujgcych
badajgcego. Cechy jak wiadomo moga by¢ réznego
typu. Tutaj bedziemy sie zajmowaé cechami mie-
rzalnymi. Ich wartos$ci zebrane w trakcie badania,
o ile to jest mozliwe, u wszystkich elementéw catej
rozwazanej zbiorowosci, czyli w badaniu peinym,
nalezy uporzadkowac tworzac szereg rozdzielczy
zwany tez rozktadem empirycznym.

Szereg rozdzielczy moze by¢ punktowy lub prze-
dziatowy, a ich graficznym obrazem jest odpowied-
nio wykres punktowy lub histogram. Kazdy szereg
rozdzielczy przedziatowy o przedziatach jedna-
kowej dtugosci mozna sprowadzi¢ do punktowego
wyznaczajac wartosci Srodkowe przedziatéw. Dla-
tego tez dalsze rozwazania beda dotyczyty punk-
towych szeregéw rozdzielczych o c réznych warto-
$ciach postaci:
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Values x, Numbers n, Wartodci x, Liczebno$cin,

Xl nl Xl nl

XZ nZ XZ nZ

X(‘ C X(‘ C

Total Suma
s . . . . L= 1

We also accept further the indications: Przyjmujemytezdalejoznaczenia:x = -3 {_,x;n;
X = =Y {_,x;n; is a mean value Me - median (middle jest warto$ciag $rednig, Me - mediana (\l/vartoéciq

valué of an ordered data set), D - also called dominant
(most common value in the data set) . Considerations
cover the conventional unimodal distributions.

When examining the data structure various
measures are determined, among which there are:
core position, diversity and variability, asymmetry
and flattening and concentration. The most com-
monly used are the measure of the position and
diversity, but also while calculating other ones we
may obtain interesting information. We will pro-
ceed to dealing with the problem of asymmetry of
empirical distributions.

The asymmetry of the statistical distribution in
literature

Usually, upon introducing certain concepts one
starts by giving their definition. Even a general re-
view of academic books, most recommended for the
subject of statistics does not provide the definition
of the asymmetry of the distribution. One can find
the definition of a symmetric distribution, and then
any distribution that does not meet the criteria of
this definition will be asymmetric distribution.
Most often, however, the concept of asymmetry is
introduced in a descriptive fashion or it is illustrat-
ed graphically.

Jozwiak and Podgérski (2012), p. 49 give the fol-
lowing definition of the empirical symmetrical dis-
tribution: “We say that the empirical distribution is
symmetricif each feature value x;< X corresponds to
the same value x;>xand x — x; = x; — xandn; = n;
”. This means that equally distant values from the
middle to the right and left must occur equally fre-
quently. If it is not the case, then the distribution is
considered to be asymmetrical.

On the other hand Zelia$ (2000), pp. 65, starting
with equal mean, median and dominant states that
“in the asymmetric distributions the values of these
characteristics differ, and the differences between
them are greater, when the empirical distribution of
the variable under consideration differs more and
more from the symmetrical distribution.”

Sobczak (2010), (2005) and (2006) by introduc-
ing asymmetry states that it indicates whether the
“overwhelming number of units making up for the
researched population has a higher or lower fea-
ture values than the average level.” This can be un-
derstood both in such a way that the number x;< x
and x;>x is not the same as well as the correspond-
ing numbers of n, and n, are different.

$srodkowg uporzadkowanego zbioru danych), D -
dominantg zwang tez moda (warto$cig najczesciej
wystepujgca w zbiorze danych). Rozwazania doty-
cza typowych rozktadéw jednomodalnych.

Przy badaniu struktury danych wyznacza sie
rézne miary, wsréd ktoérych wyrdznia sie miary
potozenia, zréznicowania lub zmiennosci, asyme-
trii oraz sptaszczenia i koncentracji. Najczesciej
uzywane s3 miary potozenia i zréznicowania, ale
tez obliczajac pozostate mozna uzyska¢ ciekawe in-
formacje. W dalszym ciggu bedziemy sie zajmowac
problemem asymetrii rozktadéw empirycznych.

Asymetria rozkladu w literaturze statystycznej

Zwykle wprowadzajac pewne pojecie zaczyna
sie od podania jego definicji. Juz pobiezny przeglad
podrecznikow akademickich, najczeSciej poleca-
nych do przedmiotu statystyka nie przynosi defi-
nicji asymetrii rozktadu. Mozna znalez¢ definicje
symetrycznego rozktadu, a wtedy kazdy rozktad,
ktory nie spetnia warunku podanego w tej defini-
cji, bedzie rozktadem asymetrycznym. NajczeSciej
jednak pojecie asymetrii wprowadza sie w sposéb
opisowy stowny lub ilustrowany graficznie.

Jézwiak i Podgoérski (2012) str. 49 podaja na-
stepujaca definicje symetrycznego rozktadu em-
pirycznego: ,Méwimy, ze rozktad empiryczny jest
symetryczny, jezeli kazdej wartosci cechy x;< x od-
powiada taka sama warto$¢ x;>X, ze X — X; = X; — X
oraz n; = n”. Oznacza to, ze wartosci jednakowo
odlegte od sredniej na prawo i lewo musza wyste-
powac tak samo czesto. Jezeli tak nie jest, to rozktad
uznaje sie za asymetryczny.

Natomiast Zelia§ (2000) str. 65 wychodzac
z réwnosci Sredniej, mediany i dominanty stwier-
dza, ze ,w rozktadach asymetrycznych wartosci
tych charakterystyk réznig sie miedzy sobg, a réz-
nice miedzy nimi sg tym wieksze, im empiryczny
rozktad badanej zmiennej bardziej odbiega od sy-
metrycznego”.

Sobczak (2010), (2005) i (2006) wprowadzajac
asymetrie stwierdza, ze wskazuje ona, czy ,przewa-
zajaca liczba jednostek tworzacych badang zbioro-
wo$¢ ma wartosci cechy wyzsze lub nizsze od prze-
cietnego poziomu”. Mozna to rozumie¢ zaréwno
w ten sposob, ze liczba warto$ci x;< X jak i X;>X nie
jest taka sama, jak tez i odpowiadajgce im liczebno-
Scin i n, sa rozne.
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Starzynska (2002) by introducing the concept
of an asymmetric distribution based it on a compar-
ison of the average value with the dominant. Other
authors, like Zelia$, also starting from symmetric
distribution for which X = Me = D state that each
distribution wherein there is no equality of the av-
erage, median and dominant is asymmetric. As we
can see, not all authors take the average value as
a focal point in the considerations of the empirical
distribution asymmetry.

Itis also worth to recall that in the book by Koro-
nackiand Mielniczuk (2001) p. 21 on the asymmetry
of the distribution it is said that “the histogram val-
ues on the right side of the dominant decrease much
more slowly than on the left side.”. The values of the
histogram are to be understood as the highnees of
rectangles, and the slower decrease in these values
is often associated with a longer “tail” of the graph.

To summarize this information, one can say that
a definition of an empirical definition of asymmetric
distribution has not yet been formulated.

On some issues related to the distribution asym-
metry measures

In the subject literature, one can find several
different measures of asymmetry of the distribu-
tion. The most commonly used are the coefficients
of skewness or asymmetry expressed formulas:

As = xX—D
T s
and
1 _
i e ®im
y - 53

The latter one is based on the third central dis-
tribution point. The expression in the numerator of
the first of these formulas x - D is called an indicator
of asymmetry. Markings used herein are consistent
with the previously entered ones where x is average,
D - dominant, and the standard deviation of the fea-
ture is marked as S . The values of these coefficients,
as you may read, for example, in the book by Sobczyk
(2005), are generally included in the range <-1, + 1>,
but their values are not equal (As # y) in absolute
value, and sometimes they different in signs. This
is a problem because the characters are to point to
left-sided asymmetry when the asymmetry coeffi-
cient is negative or right-sided asymmetry in case
of positive asymmetry coefficient. It is also worth
noting, as reported by Zelia§ (2000), pp. 67, that if
the “asymmetry is not too strong,” then the absolute
value of the asymmetry coefficient As is a number
between 0 and 2.

It is assumed that the right-handed asymmetry,
which usually means “long right tail of the distribu-
tion graph” occurs when the relation x > Me > Dor
left-handed, when the “long tail graph is left,” and
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Starzynska (2002) wprowadzajac pojecie roz-
ktadu asymetrycznego opiera go na poréwnaniu
warto$ci $redniej z dominantg. Inni autorzy, podob-
nie jak Zelias, takze zaczynajac od rozktadu syme-
trycznego, dla ktérego x = Me = D stwierdzajg,
ze kazdy rozklad w ktérym nie zachodzi réwno$¢
$redniej, mediany i dominanty jest asymetryczny.
Jak wida¢ nie wszyscy autorzy jako punkt centralny
w rozwazaniach asymetrii rozktadu empirycznego
przyjmujg warto$¢ Srednia.

Warto tu jeszcze przypomnie¢, ze w ksigzce Ko-
ronackiego i Mielniczuka (2001) str. 21 o asymetrii
rozktadu moéwi sie gdy: ,wartosci histogramu po
prawej stronie mody (dominanty) malejg znacznie
wolniej niz po lewej jej stronie”. Pod warto$ciami hi-
stogramu nalezy rozumie¢ wysokos$ci prostokatow,
a powolniejsze zmniejszanie sie tych wartosci cze-
sto zwigzane jest z dtuzszym ,,ogonem” wykresu.

Podsumowujac te informacje mozna stwierdzic,
ze dotychczas nie zostata sformutowana definicja
asymetrycznego rozktadu empirycznego.

0 pewnych problemach dotyczacych miar asy-
metrii rozkladu

W literaturze przedmiotu mozna znaleZ¢ kilka
réznych miar asymetrii rozktadu. Najczesciej uzy-
wane sg wspotczynniki sko$nosci lub asymetrii wy-
razane wzorami:

X—-D
As = —
s
oraz
1 -
- R
Y= s3

Ten ostatni oparty jest na trzecim momencie
centralnym rozktadu. Wyrazenie w liczniku pierw-
szego z tych wzoréw x - D nazywane jest wskaz-
nikiem asymetrii. Uzyte tu oznaczenia s3a zgodne
z wczesSniej wprowadzonymi czyli X jest Srednia, D -
dominantg, a S- odchyleniem standardowym cechy.
Wartos$ci tych wspoétczynnikéw, jak mozna przeczy-
ta¢ na przyktad w ksiazce Sobczyka (2005), na ogét
zawieraja sie w przedziale < -1,+1>, ale ich wartosci
nie sg rowne (As # y) co do wartosci bezwzglednej,
a czasami tez réznig sie znakiem. Jest to problem,
gdyz znaki majg wskazywac na lewostronng asy-
metrie, gdy wspotczynnik asymetrii jest ujemny
lub prawostronng asymetrie przy dodatnim wspoét-
czynniku asymetrii. Warto tu jeszcze dodaé, jak po-
daje Zelias (2000) str. 67, ze gdy ,asymetria nie jest
zbyt silna”, to warto$¢ bezwzgledna wspoétczynnika
asymetrii As jest liczbg z przedziatu<0,2 >.

Przyjmuje sie, ze asymetria prawostronna, co
zwykle oznacza ,dluzszy prawy ogon wykresu roz-
ktadu” jest wtedy, gdy zachodzi relacja x > Me > D
lub lewostronna, gdy ,dtuzszy jest lewy ogon wy-
kresu” i wtedy zachodzi relacja x < Me < D. Mozna
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then the relation x < Me < D takes place. It can, in
many distributions however be noted that the medi-
an and the mode are equal and the distribution will
also not be symmetric. Such a distribution can be for
example:

jednak w wielu rozktadach stwierdzi¢, ze mediana
i dominanta moga by¢ réwne i rozktad tez nie be-
dzie symetryczny. Takim rozktadem moze by¢ na
przyktad:

X, 0 1 2 3 4 5

X, 0 1 2 3 4 5

i

n | 10 [ 23 [ 15 | 5 5 2

n, 10 23 15 5 5 2

wheren=60,D=1=Me, x=1,63,As =0,4931,y
= 0,8605. This is the distribution of the right-sided
asymmetry where x > Me = D.

Consider another example of the empirical distri-
bution:

gdzien=60,D=1=Me, x=1,63,As=0,4931,y =
0,8605. Jest to rozktad o prawostronnej asymetrii
gdziex > Me = D.

Rozwazmy kolejny przyktad rozktadu empirycz-
nego:

X, 1 2 3 4 5

X, 1 2 3 4 5

n, 2 6 12 7 3

wheren =30,x=3,1, D=3 =Me and As = 0,0958
while y = -0,0246. Through this also x > Me = D.
I[s it a right handed asymmetry as shown As or
left-handed ace as the sign of the coefficient y would
indicate.

Let’s consider more on what do the asymmetry
factors depend. Let us consider the following exam-
ples of empirical distributions:

x|1]2]3]4]5 y|1][3]5]7]9
n|5]10][20[12] 3 n|5]10][20[12] 3

n 2 6 12 7 3

gdzien=30,x=3,1,D =3 = Me oraz As = 0,0958
natomiast y = -0,0246. Tym razem tez x > Me = D.
Czy jest to prawostronna asymetria jak pokazuje As
czy lewostronna jak wskazywatby znak wspétczyn-
nika y.

Zastandwmy sie jeszcze nad tym od czego za-
leza wspotczynniki asymetrii. Rozwazmy nastepu-
jace przyktady rozktadéw empirycznych:

x |1]2]3]4]5 yl1[3[5][7]09
n | 5[10[20[12] 3 n | 5[10[20[12] 3

When calculating the coefficients of As and y of
both these examples, we obtain: As = -0,0385 and
y = -0,1344. It can be seen that the values of the co-
efficients of As and y do not depend on the value of
the features here. Is that all?

It is worth to point out that only if x = D it is
possible to find the values of x, and X; satisfying the
condition of the definition of the symmetry of the
distribution of the already quoted book by Jozwiak
and Podgorski (2012), ie. X — x; = x;— x. If x # D
thus x < D or x > D such values that are the same
distance from the average to the mean value x, and
x. are non-existent. Usually, if the number of obser-
vations also x; <X is greater than the number of
observations x; > X, then x > D, and if the number
of observations x; < x is less than the number of ob-
servations Xj > X is X < D. But one cannot say that
it affects different coefficient of the considered fac-
tors. Finding the answer to the question of what is
causing the different signs, the factors considered
and the occurrence of other suggested here doubts
remains an open question.

An attempt to clarify the determination of the
asymmetry of the empirical distribution

As already mentioned, the asymmetry of the em-
pirical distribution has not yet been defined. Is it
possible to try to clarify this concept?

When taking up this challenge it can be assumed
that:

Obliczajac wspotczynniki As i y w obu tych
przyktadach otrzymujemy: As = -0,0385 oraz y =
-0,1344. Wida¢, ze wartosci wspotczynnikéw As
i y nie zaleza tu od wartosci cechy. Czy tak jest za-
wsze?

Warto jeszcze zwrdci¢ uwage na to, Ze tylko wte-
dy, gdy x = D mozna znalez¢ wartoSci x, oraz X spet-
niajagce warunek z definicji symetrii rozktadu w cy-
towanej juz ksigzce J6Zwiak i Podgorski (2012) czyli
X—x;=xj— X, Jezelix# D czylix< Dlubx > D
takich wartosci rownoodlegtych od sredniej x, i X;
nie ma. Zwykle tez jezeli liczba obserwacji x; <x
jest wigksza od liczby obserwaciji x; > x, to X > D,
a jesli liczba obserwacji x; < x jest mniejsza od licz-
by obserwacji x; > X to x < D. Nie mozna jednak
stwierdzi¢, ze to wptywa na rézne znaki rozwaza-
nych wspétczynnikéw. Znalezienie odpowiedzi na
pytanie co powoduje wystepowanie réznych zna-
kéw rozwazanych wspétczynnikéw i wyja$nienie
innych zasugerowanych tu watpliwosci pozostaje
nadal sprawg otwarta.

Proba sprecyzowania okreslenia asymetrii em-
pirycznego rozkladu

Jak juz wcze$niej wspomniano asymetria rozkta-
du empirycznego dotychczas nie zostata zdefinio-
wana. Czy mozna sprébowac sprecyzowac to poje-
cie?

Podejmujac te probe mozna przyjac, ze:
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Empirical distribution will be called asymmetric
if the following condition is met: the average value
of x is different from the dominant D.

This condition also shows that

1. the number of different values x; < x is not
equal to the number of different values x; > x,

2. with the same number of x; < Xand x; > X and
corresponding to them numbers n, and n, are
not the same,

3. Total number of observations smaller than the
average is different from the number of all ob-
servations greater than the average.

Let us also note that the median has the least im-
portantimpact on the asymmetry. It is therefore not
important whether the median and the mode are
equal or not.

[ssues raised in this paper require further re-
search.
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